
janvier 2004 � Journées Franophones des Langages Appliatifs� JFLA04Évaluation de l'extensibilité de PhoXB/PhoX un assistant de preuves pour BJér�me Roheteau1 & Samuel Colin1,2 & Georges Mariano1 & Vinent Poirriez21 : INRETS-ESTAS20, rue Élisée Relus59 650 Villeneuve d'Asq, Frane{jerome.roheteau,samuel.olin,georges.mariano}�inrets.fr2 : Université de Valeniennes du Hainaut Cambrésis59 313 Valeniennes Cedex 9, Frane{samuel.olin,vinent.poirriez}�univ-valeniennes.frRésuméPhoX est un assistant à la preuve en logique d'ordre supérieur. Nous étendons PhoX parun ensemble de théories a�n de l'utiliser omme outil de démonstration pour la méthode dedéveloppement formel B. Notre onstruisons ainsi un plongement du formalisme B dans PhoX.Nous dé�nissons une tradution des obligations de preuves B par des énonés de PhoX et nousmontrons que toutes les preuves du formalisme B sont onservées ave PhoX.IntrodutionNos motivations initiales sont de tester et si possible valider l'extensibilité du logiiel dedémonstration PhoX et, d'autre part, de ompléter une plate-forme d'outils érits en OCaml pourl'expérimentation de la méthode B. Il s'agit de la plate-forme Brillant qui ne possède pas enore demoyen d'e�etuer de preuves de programmes. L'attrait de PhoX réside dans sa � légèreté � qui n'estpas obtenue au prix d'une limitation de la logique d'ordre supérieure implémentée1. L'expressivitédu langage et le pouvoir de démonstration sont omparables à eux des systèmes Coq [Coq03℄, Hol98[Gordon et al.93℄, Isabelle/HOL [Nipkow et al.02℄ et PVS [Shankar et al.93℄. Notre projet est d'établirune théorie d'ordre supérieur qui est équivalente à la théorie de B a�n de développer un assistant àla preuve interatif et automatique. Nous appelons ette théorie du nom du projet : B/PhoX. Pluspréisément, nous dé�nissons une tradution d'un langage du premier ordre dans un langage d'ordresupérieur qui véri�e qu'une formule du premier ordre est un théorème de B si et seulement si satradution est un théorème de B/PhoX.Nous pourrions penser qu'une telle tradution est triviale le premier ordre étant un as partiulierde l'ordre supérieur. Mais nous omettrions alors e qui fait la spéi�ité d'un langage d'ordre supérieur.Les langages d'ordre supérieur sont des langages appliatifs : la notion de fontion y est fondamentale ;et e ontrairement aux langages du premier ordre. Une autre di�érene onerne la formalisation desobjets mathématiques. La théorie des ensembles est néessaire pour dé�nir des objets mathématiquesdans un langage du premier ordre. Ces objets y sont onstruits par des points �xes et auunenrihissement du langage ou auun nouvel axiome n'est néessaire. Nous sommes ainsi assurés quees onstrutions sont orretes si la théorie des ensembles l'est. En revanhe, la onstrution d'ordresupérieur des objets mathématiques par des types de données exige que le langage soit enrihi et1La preuve de omplétude de la logique d'ordre supérieur est donnée dans [David et al.01, théorème 6.5.7℄.139



J. Roheteau, S. Colin, G. Mariano & V. Poirriezque la théorie soit éto�ée. Nous devons par onséquent maîtriser ette double asymétrie quantitative(enrihissement du langage) et qualitative (langage appliatif) pour onstruire notre plongement.Après avoir brièvement présenté la méthode B dans la setion 1, nous dé�nissons e qu'est unetradution et nous établissons à quelles onditions elle onstitue un plongement dans la setion 2.Nous onstruisons alors un plongement des preuves de B dans elles de B/PhoX dans la setion 3après avoir présenter suessivement es deux théories. Dans la setion 4, nous omparons notre étudeaux travaux qui onernent B ou des méthodes formelles similaires et des environnements de preuvespour des logiques d'ordre supérieur. En�n, nous appliquons B/PhoX à une étude de as lassique dansla setion 5 ; il s'agit du modèle B dit � de la haudière �.1. La méthode BLa méthode B dé�nie par J.-R. Abrial dans le B-Book [Abrial96℄ est un proessus de onstrutionde programmes onformes à leurs spéi�ations. La méthode B permet de générer un ode exéutableséurisé et prouvé à partir d'expressions mathématiques formelles d'une théorie des ensembles dupremier ordre2. Ces expressions mathématiques sont rassemblées dans un omposant B appelémahineB. Elles sont ensuite ra�nées dans un ou plusieurs autres omposants B appelés ra�nement(s)de la mahine B. Après tous les ra�nements suessifs, nous trouvons le dernier omposant ditd'implémentation B. L'ensemble de es omposants forme alors un module B. Le ode généré parla méthode B dans un langage de programmation impératif est a priori séurisé et prouvé, 'est-à-direonforme aux spéi�ations des omposants. Les obligations de preuve d'un module B expriment laohérene des mahines B et des ra�nements par rapport à leurs spéi�ations. Ces obligations depreuve sont formulées dans une logique du premier ordre. La démonstration de es obligations depreuve se base sur la logique de Floyd-Hoare et la preuve de programme impératif auxquelles sontlassiquement assoiées une sémantique de pré/post-onditions.mahine Mvariables yinvariant y 2 F(N)initialisation y := ;operations lire(n) = pre n 2 N then y := y [ fng endm maximum = pre y 6= ; then m := max(y) endend Fig. 1 � Un petit exemple de mahine BPrenons l'exemple de la mahine M de la �gure 1 qui est inspiré du � petit exemple � dans[Abrial96, setion 11.2℄. Elle dé�nit une variable y qui représente un ensemble �ni d'entiers et dont lavaleur initiale est l'ensemble vide. Les seules manipulations autorisées sur et ensemble sont l'opérationlire qui ajoute un entier à la variable de la mahine et l'opération maximum qui retourne l'entier le plusgrand ontenu dans y. Pour que ette mahine soit onforme à sa spéi�ation, il faut montrer, d'unepart, que l'initialisation véri�e l'invariant et, d'autre part, que toute opération préserve l'invariant.Pour l'initialisation, nous devons monter que l'ensemble vide est une partie �nie des entiers naturels,formellement ; 2 F(N ). L'obligation de preuve de l'opération lire est 8y; n (y 2 F(N ) ^ n 2 N )y [ fng 2 F(N )) et elle de l'opération maximum est 8y (y 2 F(N ) ^ y 6= ; ) y 2 F(N )).L'originalité de la méthode B réside dans le proessus de ra�nement. La mahine N de la �gure2 onstitue un ra�nement de la mahineM préédente. Le proessus de ra�nement s'ahève lorsquetoutes les pré-onditions � pre...then � ont été remplaées par � begin � omme e qui se fait2Nous parlerons, par la suite, de B ou de la théorie de B pour la théorie mathématique qui fonde la méthode B.140



B/PhoX : un assistant de preuves pour Bpour l'opération maximum. La ohérene des ra�nements est véri�ée par des obligations de preuvespéi�ques. D'une part, un ra�nement est ohérent si son invariant est véri�é par les initialisations dela mahine et du ra�nement. Par exemple, l'obligation de preuve de l'initialisation du ra�nement Nest 0 = max(; [ f0g). D'autre part, un ra�nement est ohérent si les invariants de la mahine et dura�nement sont préservés par toutes les opérations. Ainsi, 8y; z; n (y 2 F(N )^ z = max(y[f0g)^y 6=; ) z = max(y[f0g)^z = max(y)) est l'obligation de preuve de ra�nement pour l'opération maximumde la mahine N . refinement Nrefines Mvariables zinvariant z = max(y [ f0g)initialisation z := 0operations lire(n) = pre n 2 N then z := max(fz; ng) endm maximum = begin m := z endend Fig. 2 � Le ra�nement N de la mahineM
2. Plongement du premier ordre dans l'ordre supérieurNous supposons dans e qui suit qu'un langage d'ordre supérieur ontient la sorte de base � quireprésente la atégorie des formules et la sorte de base � qui représente elle des termes. Une formuleest alors une expression de sorte � et un terme est une expression de sorte � .Une tradution d'un langage du premier ordre dans un langage d'ordre supérieur assoie,� à haque fontion f d'arité n, une expression lose fy de sorte �1 ! � � � ! (�n ! �) ;� à haque relation R d'arité n, une expression lose Ry de sorte �1 ! � � � ! (�n ! �) ;� à haque onneteur C d'arité n, une expression lose Cy de sorte �1 ! � � � ! (�n ! �) ;� à haque quanti�ateur Q, une expression lose Qy de sorte (� ! �)! �.Son prolongement aux termes, aux formules3 et aux ensembles de formules est dé�ni par :(x)y � x(f t1 � � � tjf j)y � fy ty1 � � � tyjf j(R t1 � � � tjRj)y � Ry ty1 � � � tyjRj (C F1 � � �FjCj)y � Cy F y1 � � �F yjCj(QxF )y � Qy�xF y�y � fF y j F 2 �gNous avons montré dans [Roheteau et al.03℄ que toute tradution d'un terme du premier ordre estune expression d'ordre supérieur de sorte � et toute tradution d'une formule du premier ordre estune expression d'ordre supérieur de sorte �.Pour qu'une tradution d'un langage du premier ordre dans un langage d'ordre supérieur onstitueun plongement entre une logique du premier ordre et une logique d'ordre supérieur, il faut démontrerqu'il existe une preuve du séquent � ` F si et seulement s'il existe une preuve du séquent �y  F y.Un plongement ou un morphisme est, en e�et, dé�ni dans [David et al.01, dé�nition 2.4.3℄ ommeétant une fontion entre deux strutures (X;RX) et (Y;RY ) qui véri�e que tous les éléments de Xsont en relation par RX si et seulement si leurs images sont en relation par RY . Notre plongement estune fontion ()y entre les formules de B et les formules de B/PhoX qui véri�e qu'une formule F estune onséquene d'un ensemble de formules � dans une logique du premier ordre, e que nous notons3Nous notons plus simplement QxF la formule d'ordre supérieur Q�xF . L'abstration d'une variable est e�etuéepar le lieur � et non le quanti�ateur. 141



J. Roheteau, S. Colin, G. Mariano & V. Poirriez� ` F , si et seulement si la formule F y est une onséquene de l'ensemble �y dans une logique d'ordresupérieur, e que nous notons �y  F y. C'est e que réapitule la �gure 3.Nous préisons ii les di�érents usages que nous faisons de l'égalité :� l'égalité entre deux formules F et G d'un langage du premier ordre (resp. F et F d'un langaged'ordre supérieur) est désignée par F = G (resp. par F = G) ;� l'égalité syntaxique qui dé�nit une abréviation F 0 d'une formule F , qu'elle soit du premier ordreou d'ordre supérieur, est désignée par F 0 =̂ F ;� l'égalité introduite par la tradution entre une formule F du premier ordre et une formule Fd'ordre supérieur est désignée par F � F .B � F
B=PhoX �y F y

`
� �

Fig. 3 � Le prinipe du plongement de B dans PhoX3. Plongement de B dans PhoXNous proédons à la onstrution de notre tradution en trois étapes qui orrespondent à laprésentation des fondements mathématiques de B dans [Abrial96℄ et de B# qui est une évolutionde B dérite dans [Abrial03℄. Il s'agit :1) de la dé�nition de la logique des prédiats ave égalité et paire ordonnée ;2) de la théorie des ensembles ;3) de la onstrution des objets mathématiques.Nous présentons au préalable la logique ible qu'est PhoX.Nous sindons la présentation de la logique de PhoX en deux setions. La première orrespondaux fondements de la logique d'ordre supérieur. La seonde onerne les extensions de PhoX auxdé�nitions des types de données pour le formalisme B.3.1. La logique d'ordre supérieur de PhoXPhoX est une logique d'ordre supérieur omposée, de la sorte prop,� de la onstante in�xe ) de sorte prop! (prop! prop),� de la onstante 8� de sorte (�! prop)! prop pour toute sorte � ;� de la onstante in�xe =� de sorte �! (�! prop) pour toute sorte � ;� de la onstante "� de sorte (�! prop)! � pour toute sorte �.Le système de sortes de PhoX est similaire au système de types polymorphes � à la ML �. Une seuledé�nition de onstantes ou d'abréviations onernant di�érentes sortes d'éléments est néessaire.La onstante " représente une fontion de � hoix � sur un ensemble qui renvoie l'unique élémentd'un ensemble. C'est le sens de la règle de desription dé�nie, une version a�aiblie de l'axiome duhoix : �  F x �  8y (F y ) x = y) def�  " (�z F z) = x142



B/PhoX : un assistant de preuves pour BLes preuves sont aussi obtenues par les règles d'introdution et d'élimination des onstantes logiques :ax�; F  F �; F  G )i�  F ) G �  F �  F ) G )e�  G�  F 8i ?�  8xF �  8xF 8e�  [t=x℄F =i � = � �  t = u �  [t=x℄F =e�  [u=x℄FLa ondition ? impose que x ne soit une variable libre d'auune formule de �. Outre, es règles usuellesd'un système de dédution naturelle, sont ajoutés l'axiome d'extensionnalité selon lequel deux fontionssont égales si à haque point elles le sont et la loi de Peire pour obtenir la logique lassique :�  8x (R x = S x) ext�  R = S �; P ) Q  P peire�  PLes règles i-dessus dé�nissent les fondements de PhoX. Le plongement d'une logique L dans PhoXonsiste à oder les expressions de L par des onstantes ou des abréviations en PhoX, tout en véri�antque les propriétés de L sont onservées dans PhoX4. La onsistane de d'une telle extension est alorsgarantie par la onsistane des fondements de PhoX. Par exemple, nous pouvons dé�nir les autressymboles logiques omme le vrai, le faux, la négation, la onjontion, la disjontion, l'équivaleneet le quanti�ateur existentiel par des abréviations de formules omposées uniquement du symboled'impliation ou du quanti�ateur universel5 :� le vrai > =̂ 8K (K ) K)� le faux ? =̂ 8K K� la négation :F =̂ 8K (F ) K)� la onjontion F ^G =̂ 8K ((F ) (G) K))) K)� la disjontion F _G =̂ 8K ((F ) K)) G)� l'équivalene F , G =̂ (F ) G) ^ (G) F )� le quanti�ateur existentiel 9x F =̂ 8K (8x (F ) K)) K)Les règles d'inférene pour es abréviations sont dérivées des règles préédentes de PhoX :>i > �  F �  > >e�  F �  ? ?e�  F �; F  ? :i�  :F �  :F �  F :e�  ?�  F ^G ^1e�  F �  F ^G ^2e�  G �  F �  G ^i�  F ^G�  F _1i�  F _G �  G _2i�  F _G �  F _G �; F  H �; G  H _e�  H�  F ) G �  G) F ,i�  F , G �  F , G ,1e�  F ) G �  F , G ,2e�  G) F�  F 9i�  9xF �  9xF �; F  G 9e ��  GLa ondition � est la même que pour la règle d'introdution du quanti�ateur universel.4Nous pouvons enrihir PhoX ave de nouvelles règles à ondition d'avoir démontré au préalable la l�ture universellede la formule (F0 ) : : :) Fm ) F )) (G0 ) : : :) Gn ) G)) (H0 ) : : :) Hk ) H). pour obtenir la règle�; F0; : : : ; Fm  F � � � �;G0; : : : ; Gn  G�;H0; : : : ; Hk  H5Notons que nous pouvons dé�nir la relation d'égalité t = u omme une abréviation de � l'égalité de Leibniz � quiest la formule 8X (X u) X t) selon laquelle deux objets sont indisernables s'ils véri�ent les mêmes propriétés.143



J. Roheteau, S. Colin, G. Mariano & V. Poirriez3.2. Ensembles et types de donnée en PhoXLa onstrution d'ordre supérieur des objets mathématiques onsiste à dé�nir un type de donnéeet à véri�er des théorèmes relatifs sur e type de donnée. Un type de donnée pour la sorte � est uneexpression lose F de sorte � ! prop qui véri�e, d'une part, qu'il existe une expression  de sorte �telle F  est un théorème et que la formule F x est un théorème pour toute expression x de sorte � ;formellement, si �B x : � alors  F x.Nous présentons d'abord la notion d'ensemble d'ordre supérieur, puis nous onstruisons le type dedonnée du produit artésien pare qu'il est néessaire aux dé�nitions des relations et des fontions quiviennent ensuite. Nous nous limitons en�n aux types de donnée des nombres naturels et des suites�nies pare qu'ils onstituent des exemples signi�atifs de e genre de onstrution et qu'ils formentles extensions essentielles de PhoX à B.Les ensembles Les ensembles sont de simples abréviations d'expressions de sorte �! prop, 'est-à-dire qu'un ensemble est dé�ni par sa fontion d'appartenane. L'appartenane d'un élément e à unensemble S revient alors à appliquer S à e, le shéma de ompréhension fx j Fg revient à abstraire lavariable x dans la formule F , et. Nous obtenons les dé�nitions :� de l'appartenane x 2 S =̂ (S) x� du shéma de ompréhension fx j Fg =̂ �x F� de l'inlusion A � B =̂ 8x (x 2 A) x 2 B)� des parties d'un ensemble P(S) =̂ fX j X � Sg� l'ensemble vide ; =̂ fx j ?g� la réunion A [ B =̂ fx j A x _ B xg� l'intersetion A \ B =̂ fx j A x ^ B xg� la di�érene A nB =̂ fx j A x ^ :B xgUn ensemble est dé�ni par une fontion polymorphe. Cela revient à dire qu'il n'y a pas � un �ensemble vide ; mais autant d'ensembles vides ;� que de sortes �. Si A est un type de donnée pourla sorte � alors l'ensemble fx j Fg des éléments de sorte � qui véri�ent la propriété F est équivalentà l'ensemble fx 2 A j Fg.Le produit artésien Nous hoisissons de dé�nir le produit artésien dans une logique d'ordresupérieur par un type de donnée. Nous enrihissons le langage ave :� la sorte � � � quelles que soient les sortes � et � ;� la onstante in�xe ; de sorte �! (� ! � � �) ;� le produit artésien A � B est l'expression6 fx j 8X(8a 2 A 8b 2 B (a; b) 2 X ) x 2 X)g quiest l'ensemble des ouples omposés d'un élément d'un type de donnée A et d'un élément d'untype de donnée B.Nous ajoutons l'axiome qui a�rme que le ouple est une fontion injetive : 8x; y; z; v ((x; y) = (z; v)) x = z ^ y = v)Les règles d'introdution et d'élimination qui suivent sont dérivées des règles de base de PhoX :�  A x �  B y �i�  A�B (x; y) �  A�B (x; y) �1e�  A x �  A�B (x; y) �2e�  B y6La formule 8x 2 A F est une abréviation pour 8x (A x) F ) et la formule 8x; y F désigne 8x8y F .De même, la formule 9x 2 A F est une abréviation pour 9x (A x ^ F ) et la formule 9x; y F désigne 9x9y F .144



B/PhoX : un assistant de preuves pour BLes relations et les fontions Les points de vue entre le premier ordre et l'ordre supérieuronernant les relations et les fontions sont diamétralement opposés. La théorie des ensembles dupremier ordre onsidère, en e�et, les fontions omme la lasse de relations dont le graphe assoie àtoutes les premières projetions qu'une seule seonde projetion. En revanhe, une fontion d'ordresupérieur est une expression de sorte �! � et une relation d'ordre supérieur est une fontion de sorte�! prop. L'appliation d'une fontion à un élément et la onstrution d'une fontion par abstrationne sont pas de opérations primitives d'un langage du premier ordre ontrairement au langage d'ordresupérieur. Malgré tout, nous avons, à l'instar de J. Bowen et M. Gordon dans [Bowen et al.95℄, hoiside représenter les fontions et les relations à la manière de la théorie des ensembles et de (re)dé�nirexpliitement un opérateur d'appliation d'une fontion à un argument. La raison est qu'il nous estnéessaire de pouvoir exprimer le onept de fontion partielle tandis que PhoX ne permet d'exprimerque des fontions totales.� les relations A$ B =̂ fR j R � P(A�B)g� le domaine d'une relation dom R =̂ fx j 9y (x; y) 2 Rg� l'image d'une relation ran R =̂ fy j 9x (x; y) 2 Rg� les fontions partielles A9 B =̂ ff j f 2 (A$ B) ^ dom(f) � Ag� les fontions totales A! B =̂ ff j f 2 (A9 B) ^ dom(f) = Ag� l'appliation f _ x =̂ " fy j (x; y) 2 fgL'appliation f _ x renvoie un élément de hoix de l'ensemble des seondes projetions des ouples(x; y) de f . Si f est une fontion, et ensemble est un singleton ; par onséquent, e � hoix � est unique.Les nombres naturels fournissent une exellente illustration de onstrution d'un type de donnée.Nous enrihissons le langage et la théorie de PhoX par :� la sorte de base nat qui représente l'ensemble des nombres naturels ;� la onstante 0 de sorte nat qui désigne l'entier zéro ;� la onstante su de sorte nat! nat qui désigne la fontion n 7! n+ 1 ;� le type de donnée des entiers naturels qui est l'expressionN =̂ fx j 8X (8y 2 X (su y) 2 X ) (0 2 X ) x 2 X))gqui exprime qu'un nombre naturel est obtenu par itération de la fontion su à partir de 0.Nous ajoutons les deux axiomes qui dé�nissent la théorie de l'arithmétique d'ordre supérieur. Lepremier qui exige que 0 ne soit le suesseur d'auun nombre. Le seond impose que su soit unfontion injetive7 : 8x 2 N (su x 6= 0)  8x; y 2 N (su x = su y ) x = y)Les règles qui suivent sont alors dérivées de règles de base de PhoX. Les deux premières règlesorrespondent aux théorèmes de totalité pour les onstruteurs des nombres naturels et la dernièreest la prinipe de réurrene sur les entiers :�  0 2 N �  x 2 N�  su x 2 N �  0 2 X �; y 2 N; y 2 X  su y 2 X�  8x 2 N x 2 XCette arithmétique d'ordre supérieur ontient l'arithmétique du premier ordre de Peano. Elle permet,en e�et, de dé�nir l'addition et la multipliation omme des abréviations d'expressions d'ordresupérieur de telle sorte que les axiomes de la théorie de Peano sont des onséquenes logiques deette théorie.7Un tel enrihissment du langage et de la théorie onstitue une dé�nition indutive des entiers naturels ommel'explique C. Ra�alli dans [Ra�alli et al., hapitre 7℄. 145



J. Roheteau, S. Colin, G. Mariano & V. PoirriezLes suites �nies sont aussi un exemple lassique de onstrution de types de donnée. Nous ajoutonsau langage et à la théorie de PhoX :� la fontion de sorte à un argument list[�℄ qui représente les suites �nies d'éléments de sorte � ;� la onstante [ ℄ de sorte list[�℄ qui désigne la liste vide ;� la onstante in�xe :: de sorte � ! (list[�℄ ! list[�℄) qui désigne l'insertion d'un élément desorte � en tête d'une liste ;� le type de donnée des listes de type A qui est l'expressionLA =̂ fx j 8X(8y 2 A 8l 2 X (y :: l) 2 X ) ([ ℄ 2 X ) x 2 X))gqui a�rme qu'une liste est le plus petit ensemble qui ontient la liste vide et qui est los parl'insertion d'un élément en tête de liste.Nous ajoutons les axiomes qui posent que le symbole [ ℄ est la liste vide : 8A 8x 2 A 8l 2 LA (x :: l 6= [ ℄)et que l'insertion d'un élément de type A en tête d'une liste est une opération injetive : 8A 8x; x0 2 A 8l; l0 2 LA (x :: l = x0 :: l0 ) x = x0 ^ l = l0)Nous obtenons alors les règles d'introdution et d'élimination pour les listes qui sont dérivées desrègles de bases de PhoX. Les deux premières sont des théorèmes de totalité pour les onstruteurs, latroisième orrespond au prinipe d'indution struturelle sur les listes :�  [ ℄ 2 LA �  x 2 A �  l 2 LA�  x :: l 2 LA �  [ ℄ 2 X �; A x; LA l; X l  x :: l 2 X�  8l 2 LA l 2 X3.3. La logique du premier ordre de BNous passons maintenant à la présentation de la théorie de B qui onstitue le domaine de notreplongement. Cette setion onerne la logique de B qui est exposée dans [Abrial96, hapitre 1℄. Elle sebase sur es trois onneteurs logiques, la négation, la onjontion et l'impliation. Ce sont les troissymboles primitifs de la logique de Floyd-Hoare dédiée à la preuve de programme et dont la logique deB s'inspire. À eux-i s'ajoutent le quanti�ateur universel, l'égalité et la paire ordonnée. Les formulesdu alul des prédiats ave égalité et paire ordonnée sont obtenues par la grammaire :t ::= x j (t; t)F ::= t = t j :F j F ^ F j F ) F j 8xFNous pouvons dé�nir e qu'est la disjontion, l'équivalene et la quanti�ateur existentiel omme desabréviations de formules du alul des prédiats de manière analogue à e qui se fait dans PhoX :F _G =̂ :F ) GF , G =̂ (F ) G) ^ (G) F )9x F =̂ :8x :FLe système d'inférene de B est un système de dédution naturelle intuitionniste qui omporte destraits d'un alul des séquents. La règle BR 4 du B-Book est, en e�et, la règle de oupure. Ce n'estpas un système minimal de règles pare que les règles BR 4 et R 4 peuvent être dérivées des autresrègles. Les théorèmes de la logique lassique utilisent la règle R 5 pare qu'elle ontient impliitementl'élimination d'une double négation. Les preuves du alul des prédiats en B sont obtenues par lesrègles qui suivent : 146



B/PhoX : un assistant de preuves pour BBR 1�; F ` F � ` F �; F ` G BR 4� ` G � ` F � ` F ) G MP� ` G� ` F � ` G R 1� ` F ^G � ` F ^G R 2� ` F � ` F ^G R 2'� ` F�; F ` G R 3� ` F ) G � ` F ) G R 4�; F ` G�;:G ` :F �;:G ` F R 5� ` G �; G ` :F �; G ` F R 6� ` :G� ` F R 7 *� ` 8xF � ` 8xF R 8� ` [x t℄F � ` t = u � ` [x t℄F R 9� ` [x u℄F R 10` t = tLa ondition * impose que la variable x ne soit libre dans auune formule de �.Il y a des règles d'introdution et d'élimination pour haque symbole sauf pour la paire ordonnée.C'est un symbole de fontion et non de relation. Elle ne dé�nit don pas une formule mais un terme.Or, les règles de séquents ne onernent que des formules. Nous dé�nissons la tradution F y (resp. ty)de la formule F (resp. du terme t) :(:F )y � :F y(F ^G)y � F y ^Gy(F ) G)y � F y ) Gy (8x F )y � 8x F y(u = v)y � uy = vy(u; v)y � (uy; vy)Il faut remarquer que nous avons attribué le même symbole aux onstantes d'ordre supérieur etaux fontions, relations, onneteurs et quanti�ateurs du premier ordre. Ne les onfondons pas : lesexpressions à gauhe des équations sont du premier ordre et elles à droite sont d'ordre supérieur.3.4. La théorie des ensembles en BLe langage de la théorie des ensembles de B est plus rihe que elui de la théorie des ensemblesde Zermelo. Ce dernier ne ontient, en e�et, qu'un unique symbole pour la relation d'appartenane.Le langage de B ontient en plus des symboles pour le produit artésien, l'ensemble des parties et leshéma de ompréhension. Ces trois symboles sont des � onstruteurs � de la atégorie des ensemblespour reprendre l'expression de J.-R. Abrial dans [Abrial03, setion 2.1℄. Les formules de la théorie desensembles de B sont obtenues par la grammaire :t ::= x j (t; t) j ss ::= s� s j P(s) j fx j FgF ::= t 2 s j t = t j :F j F ^ F j F ) F j 8xFLes axiomes de la théorie des ensembles de B sont : SET 1` (x; y) 2 S � T , (x 2 S ^ y 2 T )SET 2` S 2 P(T ), 8x(x 2 S ) x 2 T ) SET 3` t 2 fx j x 2 S ^ Fg , (t 2 S ^ [x t℄F )SET 4` 8x(x 2 S , x 2 T )) S = TNous prolongeons la tradution aux formules et aux termes de la théorie des ensembles de B par :(e 2 S)y � ey 2 Sy(S � U)y � Sy � Uy P(S)y � P(Sy)fx j Fgy � fx j F yg147



J. Roheteau, S. Colin, G. Mariano & V. PoirriezAxiome du hoix et axiome de l'in�ni À proprement parler, e n'est pas le langage des ensemblesde B dérit dans [Abrial96, hapitre 2℄ mais 'est elui de B# dans [Abrial03, setion 2.1℄. Le langagede B ontient deux autres symboles, l'un pour la fontion de hoix et l'axiome du hoix, l'autre pourl'ensemble in�ni et l'axiome de l'in�ni. Ces symboles et es axiomes sont absents des fondements deB#. Nous pouvons ependant étendre PhoX à ette théorie. D'une part, il nous su�t d'utiliser laonstante � pour la fontion de � hoix � et d'ajouter la règle qui orrespond à une version � forte �de l'axiome du hoix : �  9x F x�  F (� (�y F y))D'autre part, il nous su�t de dé�nir formellement e qu'est un ensemble �ni :Finite E =̂ 8X (8Y 2 X8x fxg [ Y 2 X ) (; 2 X ) E 2 X))et d'a�rmer qu'il existe un ensemble qui n'est pas �ni. C'est la raison pour laquelle nous ne présentonsque les axiomes qui onernent le produit artésien SET 1, l'ensemble des parties SET 2 , le shémade ompréhension SET 3 auxquels s'ajoute l'axiome d'extensionnalité SET 4.3.5. Les points �xes ave BNous abordons la onstrution des objets mathématiques en B. Nous nous limitons, omme pourles extensions de PhoX, aux as des entiers naturels et des suites �nies. La tehnique des points �xesdans e adre n'alourdit pas la théorie des ensembles mais elle oblige à manipuler des expressionsomplexes, e qui onstitue une � asymétrie � par rapport à la onstrution ave des types de donnée.Dans es onditions, omment pouvons-nous démontrer que notre tradution onstitue toujours unplongement ? Une première solution onsiste à véri�er, au as par as, que les théorèmes du premierordre sont aussi des théorèmes d'ordre supérieur, omme 'est le as ave les exemples onernantles entiers naturels et les suites �nies. Dans le as des entiers naturels, J.-R. Abrial démontre que lesaxiomes de la théorie de l'arithmétique du premier ordre de Peano deviennent de simples théorèmesdans le adre de la théorie des ensembles de B [Abrial96, setion 3.5.2℄. Comme nous l'avons déjaremarqué, la théorie d'ordre supérieur onernant les entiers naturels ontient aussi les axiomes dePeano. La seonde onsiste à montrer que la dé�nition par point �xe est équivalente à la dé�nition dutype de donnée orrespondant modulo la tradution.Nous présentons brièvement la onstrution d'un ensemble par point �xe à la manière de equi est fait dans [Abrial96, hapitre 3℄. Pour onstruire un ensemble non vide S, il su�t detrouver une opération roissante8 genset : l'ensemble S est l'intersetion des parties stables9 pargenset10. Pour dé�nir l'opération genset, il su�t de se donner un élément  et une (ou plusieurs)fontion(s) injetive(s) f (à un argument pour simpli�er) : genset est la fontion qui assoie l'ensemblefg [ fy j 9x 2 X y = f(x)g à l'ensemble X . La tradution d'un point �xe est alors l'expression :Sy =̂ (\fX j genset (X) � Xg)y� �x 8X ((8y (y = y _ 9y 2 X y = fy(z))) Xy)) X x)En revanhe, dé�nir l'ensemble S par un type de donnée d'ordre supérieur onsiste à introduire unesorte set et les symboles  et f (respetivement de sorte set et set! set) dans le langage. L'ensembleS est alors l'expression : �x 8X (8y 2 X (f y) 2 X ) (X ) Xx)).8Une opération � est roissante, ou monotone, si �(X) � �(Y ) quels que soient les ensembles X et Y tels que X � Y .9Un ensemble X est stable par une opération � si �(X) � X.10Il est alors le plus petit point �xe de genset d'après le théorème de Tarski, f. [David et al.01, théorème 6.3.20℄.148



B/PhoX : un assistant de preuves pour BNous avons démontré dans [Roheteau et al.03℄ que la tradution du point �xe est identique àla dé�nition du type de donnée, 'est-à-dire que Sy = S, à ondition que nous n'expansions pas lestradutions de  et de f et que nous supposions que y =  et que fy = f .Nous en arrivons au théorème prinipal de ette étude :Théorème. La tradution ()y onstitue un plongement des preuves de B dans elles de PhoX.La démonstration de e théorème se situe dans le rapport [Roheteau et al.03℄. L'idée onsiste àassoier haque règle de B à la même � règle dans PhoX a�n de prolonger la tradution ()y sur lesséquents en posant que (� ` F )y � �y  F y.4. Comparaison ave d'autres travauxNous présentons inq travaux similaires au n�tre en en restituant, à haque fois, les objetifs, lesdémarhes et les résultats. Nous dégageons les points de onvergene ou de divergene entre notretravail et le leur. Ces points peuvent être, d'une part, le type de plongement e�etué et, d'autre part,le domaine de B pris en ompte par e plongement.Nous avons dé�ni un plongement super�iel (shallow embedding) qui est généralement opposé àun plongement profond (deep embedding). Un plongement profond de B dans PhoX onsiste à dé�nirla syntaxe et la sémantique du formalisme B dans PhoX. Notre interprétation du formalisme B reste,quant à elle, extérieur à PhoX. Il s'agit d'une sémantique dénotationnelle.Une autre di�érene onerne le domaine de B pris en ompte par le plongement. Nous distinguonstrois niveaux dans la méthode B :� les fondements mathématiques [Abrial96, hapitres 1-3℄,� les substitutions généralisées [Abrial96, hapitres 4-6℄� la théorie des mahines abstraites [Abrial96, hapitres 4-8℄.Nous nous sommes limités, au ours de ette étude, à la théorie mathématique qui fonde la méthode B.La raison est que la plate-forme Brillant dispose d'un outil de génération des obligations de preuves.Son existene nous évite de onstituer des librairies spéi�ques aux substitutions généralisées, à lathéorie des mahines abstraites et des ra�nements et nous permet de traiter tous modules B.A shallow embedding of Z in HOL [Bowen et al.95℄ Z est un langage de spéi�ationsformelles dont la méthode B s'est inspiré. Comme la méthode B, Z se base sur un langage du premierordre et la théorie des ensembles. C'est pourquoi le plongement de Z dans HOL � un assistant à lapreuve d'ordre supérieur � nous onerne puisque Z et B partagent les mêmes fondements et que notredomaine de reherhe se limite aux fondements. La motivation de J. Bowen et de M. Gordon autour deZ et de HOL est prohe de la n�tre à l'égard de B et de PhoX : ils suggèrent omment HOL fournit unsupport de preuve automatique pour Z. Ils justi�ent le hoix d'un plongement super�iel pour limiterles notations omplexes.Formalisation of B in Isabelle/HOL [Chartier98℄ L'objetif de P. Chartier est de déterminerun prédiat d'ordre supérieur dans Isabelle/HOL11 qui dé�nit formellement la génération d'obligationsde preuve d'une mahine B et de démontrer sa validité. Le domaine de la méthode B qui est traitédans [Chartier98℄ est par onséquent plus large que le n�tre puisqu'il onerne, outre les basesmathématiques de B, les substitutions généralisées et les mahines abstraites. Il a dû réaliser unplongement profond du formalisme B dans Isabelle/HOL.Formalisation de la méthode B en Coq et PVS [Bodeveix et al.00℄ L'objetif de J.-P.Bodeveix, de M. Filali et de C.A. Muñoz est de formaliser les substitutions généralisées dans unelogique d'ordre supérieur a�n de valider les méanismes propres à la méthode B dans un assistant11Isabelle est un méta-environnement de preuves. Son ouplage ave HOL en fait un assistant à la preuve d'ordresupérieur.) 149



J. Roheteau, S. Colin, G. Mariano & V. Poirriezà la preuve omme Coq ou PVS. Le plongement de B dans PVS est prinipalement un plongementprofond qui est automatisé par l'outil PBS de Muñoz.Type synthesis in B and the Translation of B to PVS [Bodeveix et al.02℄ L'objetif de J.-P. Bodeveix et de M. Filali dans et artile est de donner une sémantique fontionnelle pour la méthodeB. Cette tradution onstitue un plongement super�iel similaire à elui de J. Bowen et M. Gordon[Bowen et al.95℄ ou au n�tre quant aux bases mathématiques. Ce papier s'attahe essentiellementaux onditions de typage du formalisme B. D'ailleurs, suite à e papier, M. Filali a implémenté unvéri�ateur de types (type heking). Notons que e programme (btyper) s'appuit sur un outil issu dela plate-forme Brillant (le bparser) et qu'en retour le btyper a été intégré à la plate-forme.Validation des règles de base de l'Atelier B [Berkani et al.03℄ L'objetif de K. Berkani,C. Dubois, A. Faivre et J. Falampin est de démontrer la validité des règles du alul des séquents del'Atelier B � un logiiel ommerialisé par Clearsy qui supporte le proessus de développement d'unmodule B � règles qui n'ont pu être validées par le prouveur de l'Atelier B lui-même. Ils utilisent unplongement profond de B dans Coq a�n de garantir la orretion de règles de l'Atelier B.Synthèse Les travaux qui ont pour ambition de développer un assistant de preuve e�ae pourle formalisme B ont opté pour un plongement super�iel. Ce logiiel doit être e�ae pare qu'il peutêtre amené à traiter des milliers d'obligations de preuve pour un seul module B ! Ceux qui ont e�etuéle hoix ontraire, à savoir un plongement profond, ont pour objetif de valider des éléments de laméthode B dans un environnement qui est lui-même valide. Nous réapitulons dans e tableau lesdi�érents points de onvergene et de divergene :
[Bowen et al.95℄[Chartier98℄[Bodeveix et al.00℄[Bodeveix et al.02℄[Berkani et al.03℄B/PhoXtype de plongementplongement profond ? ? ?plongement super�iel ? ? ?domaine de Bfondements mathématiques ? ? ? ? ?substitutions généralisées ? ?mahines abstraites ?objetifsvalidation de proessus de la méthode B ? ? ?support informatique pour la méthode B ? ? ?Fig. 4 � Synthèse des di�érents travaux5. Étude de as : la modèle B de � la haudière �Dans [Abrial03, setion 4.1℄, J.-R. Abrial présente les trois � haînes � d'outils prinipauxnéessaires au traitement d'un module omplet de B ou de B# :Type de haîne Fontion des outilsLa haîne supérieure (the upper hain) analyses lexiale et syntaxique, synthèse des typesLa haîne intermédiaire (the middle hain) génération des obligations de preuvesLa haîne de preuve (the lower hain) logiiel de preuves interatives et automatiques150



B/PhoX : un assistant de preuves pour BÀ ela, nous ajoutons, une � haîne externe � destinée à générer automatiquement le ode souredans di�érents langages de programmation � en dehors � de B. B/PhoX onerne la haîne de preuve.5.1. Arhiteture de la plate-forme BrillantNous présentons la plate-forme Brillant en fontion du lassement i-dessus.la haîne supérieure Le btyper (véri�ation de types pour les modules B) est un programmequi aepte en entrée un projet érit en langage B et qui le transforme en un projet érit enB-xml. Il a été érit par Mamoun Filali et il orrespond à la partie � type synthesis in B � dans[Bodeveix et al.02℄. Il prolonge le bparser (analyses lexiale et syntaxique pour les modules B)qui appartient à la plate-forme Brillant.la haîne intermédiaire Le bgop (générateur d'obligations de preuves pour les modules B),s'appuie sur les dé�nitions de [Abrial96℄. Il génère des obligations de preuves d'un module B.Il transforme une obligation de preuves de la forme H ) (C1 ^ : : : ^ Cn) en n obligations depreuves de la forme H ) Ci.la haîne de preuve Le programme bphox (prouveur interatif et automatique PhoX pour B)aepte en entrée des obligations de preuves générées par le bgop. Il traduit es obligations depreuves de B vers B/PhoX et applique PhoX à es obligations de preuves.la haîne externe Le bunfold (algorithme de dépliage des omposants B) prend en entréeplusieurs omposants B et renvoie une seule implémentation B. Il résulte diretement des travauxde Dorian Petit dans [Petit et al.03℄. Du ode soure est alors généré à partir du omposantdéplié. Il s'agit, à l'heure atuelle, de programmes en Ada/Spark ou en Ei�el.5.2. Résultats de B/PhoXNous donnons les résultats les plus réents de l'appliation de B/PhoX aux obligations de preuvesd'un module B omplet à savoir l'étude de la haudière (ou du boiler) qui est un as d'éole. Cesrésultats onernent, d'une part, le taux de suès des preuves et, d'autre part, le type des éhesrenontrés. Ces résultats sont omparables aux résultats obtenus ave la version 3.5 du � prouveur �l'Atelier B en preuve automatique omme le remarque G. Mariano dans [Mariano97, setion 5.3.3.3℄.Nous sindons l'ensemble des preuves générées en deux atégories :� les suès, 'est-à-dire les obligations de preuves que PhoX réussit à prouver� et les éhes, 'est-à-dire toutes les autres.Nous les étudions omposants par omposants a�n d'identi�er les omposants � problèmatiques �.Composants B nombre de preuves nombre d'éhes taux de suèsAq 1 480 21 95%Aq 2 19 18 5%... ... ... ...Servie Y 1 4 2 50%Servie Y 2 2 0 100%Boiler 1422 368 74%Parmi la atégorie des éhes, nous distinguons quatre auses :Erreur de typage L'algorithme d'inférene de types dans PhoX éhoue. Lorsqu'un un tel problèmesurgit, il provient d'une mauvaise tradution des formules du premier ordre de B dans lesexpressions d'ordre supérieur de PhoX. Mais nous n'avons pas e type d'erreur atuellement.Éhe de la tatique L'algorithme de démonstration automatique éhoue. Ou bien, l'obligation depreuve n'est pas un théorème (le module B sous-jaent doit être revu), ou bien, sa preuve esttrop � omplexe � pour PhoX. 151



J. Roheteau, S. Colin, G. Mariano & V. PoirriezTemps dépassé En e�et, l'appliation de PhoX à une obligation de preuve est limitée à 3 minutesLa démonstration néessite don plus de 3 minutes pour qu'elle se solde par un suès ou par unéhe. Cependant, nous devons être vigilant à ne pas réer de yle12 lors de l'appel des règlespar PhoX sans quoi son exéution ne s'arrêterait pas s'il n'était pas limité dans le temps.Autres erreurs Sous la lassi�ation � autres erreurs � sont regroupés les problèmes bloquants pourPhoX dont l'erreur est en général l'utilisation d'identi�ateurs inonnus de PhoX. Dans le asde la haudière, les erreurs proviennent d'un manque de spéi�ation des obligations de preuvedans le adre de la modularité B.Type d'erreur Nombre d'erreurs ProportionErreur de typage 0 0 %Éhe de la tatique 0 0 %Temps dépassé 331 90 %Autres erreurs 37 10 %ConlusionÉtant donné que notre tradution onstitue un plongement des preuves de B dans elles de PhoX,auun obstale théorique ne s'oppose au bon fontionnement de l'outil informatique. Cela nous apermis de valider l'extensibilité, l'adaptabilité et la �exibilité de PhoX dans un ontexte de preuvesautomatiques. Alors qu'il a été réé pour une utilisation interative et bien que nous l'utilisonsuniquement en mode automatique, nous obtenons sur le module B de la haudière des résultatséquivalents aux logiiels de démonstration automatique exlusivement dédié au formalisme B. Cesrésultats sont d'autant plus prometteurs que, jusque là, il a fallu 7 hommes/mois pour onstituer leslibrairies de B/PhoX qui omptent 1500 lignes de ode et 3000 lignes de doumentation.Plusieurs perspetives s'o�rent maintenant à nous. La première onerne un traitement de lamodularité en B similaire à e qu'étudie D. Petit dans [Petit et al.02℄ a�n d'éliminer les � autreserreurs �. Une perspetive de nature quantitative onsiste à étendre le plongement à l'ensemble de laméthode B omme P. Chartier dans [Chartier98℄. Une perspetive de nature qualitative est d'utiliserB/PhoX pour valider les extensions expérimentales autour de B omme par exemple l'introdution dualul des durées à la suite des travaux de S. Colin dans [Colin01℄ ou d'une logique de la partialité,suite à la thèse de L. Burdy [Burdy00℄.RemeriementsNous tenons à remerier Stéphane Leitao-Louro pour la mise en ÷uvre du support informatiquede B/PhoX et de l'évalutation quantitative de la � haîne de preuve � de la plate-forme Brillantqui se trouve dans [Leitao louro03℄. Nous remerions également Frédéri Ruyer pour avoir onçu lapremière version de B/PhoX et Christophe Raffalli pour tous ses onseils sur PhoX.
12Par exemple, les règles R 3 et R 4 de la logique des prédiats de B, si elles appartenaient aux règles pour l'impliationde PhoX, onstitueraient un yle dès lors qu'une formule de la forme F ) G se présenterait !152



B/PhoX : un assistant de preuves pour BRéférenes[Abrial96℄ Abrial (Jean-Raymond). � The B-Book. Assigning Programs to Meanings. � CambridgeUniversity Press, 1996.[Abrial03℄ Abrial (Jean-Raymond). � B# : Toward a synthesis between Z and B. ZB'2003 - FormalSpei�ation and Development in Z and B, pp. 168 � 177. � 2003.[Berkani et al.03℄ Berkani (Karim), Dubois (Catherine), Faivre (Alain) et Falampin (Jér�me). �Validation des règles de base de l'Atelier B. ZB'2002 � Formal Spei�ation and Development inZ and B, pp. 121�136. � 2003.[Bodeveix et al.00℄ Bodeveix (Jean-Paul), Filali (Mamoun) et Munoz (César A.). � Formalisation dela méthode B en COQ et PVS. AFADL'2000, pp. 96�110. � 2000.[Bodeveix et al.02℄ Bodeveix (Jean-Paul) et Filali (Mamoun). � Type synthesis in B and thetranslation of B to PVS. ZB'2002 � Formal Spei�ation and Development in Z and B, pp.350�369. � 2002.[Bowen et al.95℄ Bowen (J.P.) et Gordon (M.J.C.). � A shallow embedding of Z in HOL. Informationand software tehnology, pp. 269�276. � 1995.[Burdy00℄ Burdy (Lilian). � Traitement des expressions dépourvues de sens de la théorie desensembles : Appliation à la méthode B. � Thèse de dotorat, CEDRIC-CNAM, 2000.[Chartier98℄ Chartier (Pierre). � Formalisation of B in Isabelle/HOL. B'98 : The 2nd InternationalB Conferene, pp. 66�82. � 1998.[Colin01℄ Colin (Samuel). � Méthode B et temps réel : étude de l'intégration du alul des durées. �Mémoire de DEA, Université Denis Diderot de Paris VII, 2001.[Coq03℄ Coq (development team). � The Coq Proof Assistant Referene Manual � Version V7.4,février 2003.[David et al.01℄ David (René), Nour (Karim) et Ra�alli (Christophe). � Introdution à la logique. �Masson, 2001.[Gordon et al.93℄ Gordon (M.J.C.) et Melham (T.F.) (édité par). � Introdution to HOL : A theoremproving environment for high order logi. � Cambridge University Press, 1993.[Leitao louro03℄ Leitao-Louro (Stéphane). � Évaluation du ouplage B/PhoX. � Mémoire de maîtrise,Université de Valeniennes et du Hainaut-Cambrésis, 2003.[Mariano97℄ Mariano (Georges). � Évaluation de logiiels ritiques développés par la méthode B : uneapprohe quantitative. � Thèse de dotorat, Université de Valeniennes et du Hainaut-Cambrésis,déembre 1997.[Nipkow et al.02℄ Nipkow (Tobias), Paulson (Lawrene C.) et Wenzel (Markus). � Isabelle/HOL �A Proof Assistant for Higher-Order Logi. � Springer, 2002, LNCS, volume 2283.[Petit et al.02℄ Petit (Dorian), Mariano (Geaorge) et Poirriez (Vinent). � Vers un système de moduleà la Harper-Lillibridge-Leroy pour les spéi�ations formelles B. JFLA : Journées Franophonesdes Langages Appliatifs, pp. 85 � 100. � janvier 2002.[Petit et al.03℄ Petit (Dorian), Mariano (Georges) et Poirriez (Vinent). � Génération de omposantsà partir de spéi�ations B. Ates de AFADL : Approhes Formelles dans l'Assistane auDéveloppement de Logiiels, pp. 103 � 119. � janvier 2003.[Ra�alli℄ Ra�alli (Christophe). � User's manual of the PhoX library. version 0.83.[Ra�alli et al.℄ Ra�alli (Christophe) et Rozière (Paul). � The PhoX Proof heker Doumentation.version 0.83.[Roheteau et al.03℄ Roheteau (Jér�me), Mariano (Georges) et Colin (Samuel). � B/Phox : assistantà la preuve en logique d'ordre supérieur pour B. � Rapport tehnique, INRETS-ESTAS, 2003. Àparaître.[Shankar et al.93℄ Shankar (N.), Owre (S.) et Rushby (J.M.). � PVS Tutorial, février 1993.153
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