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Abstract

Ce document traite principalement de l’intégration du formalisme logique du
“calcul des durées”(DC) dans un cycle de développement en B.

Dans la première section, nous présenterons succinctementle formalisme de
DC, puis ses éventuels supports d’aide à la preuve. Puis après avoir présenté ra-
pidement B, nous verrons comment, par l’adjonction du calcul des durées, obtenir
une méthode formelle étendue permettant de prendre en compte aisément et effica-
cement les exigences relevant du temps réel.



Chapitre 1

Introduction

Les méthodes formelles, en particulier la méthode B, ont désormais acquis une
solide réputation au sein des entreprises soucieuses d’obtenir un code certifié cor-
rect et conforme aux spécifications. Le domaine du logiciel embarqué fait grande-
ment appel à ce genre de méthodes, et les a déjà utilisées avecsuccès pour nombre
de projets ([Sabatier et al.00, Behm et al.99] par exemple).

Mais parfois la nature intrinsèque de ces méthodes n’est passuffisamment
expressive pour permettre de spécifier certains aspects rencontrés. En effet, dans
beaucoup de projets (sinon tous) intégrant du logiciel embarqué, le principal écueil
de ces méthodes est de ne pas pouvoir traiter aisément de problèmes temporels,
i.e. des problèmes pouvant aller du simple ordonnancement de tâches (problème
pour lequel une logique temporelle simple peut suffire) à desproblèmes faisant
intervenir des fenêtres de temps précises et limitées (dansce cas une logique d’in-
tervalle peut faire l’affaire). Et cela peut même aller plusloin lorsque s’y ajoutent
des contraintes de durée sur des événements, auquel cas faire appel au calcul des
durées (DC) s’avère utile. Ainsi il est intéressant de se demander si le calcul des
durées peut être ajouté facilement à une méthode formelle (ici B), plutôt que de
devoir recréer une méthode formelle pour ce seul formalisme.
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Calcul des durées
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2.1 Calcul des durées

2.1.1 Calcul des durées "pur"

Historique

La recherche sur une logique temporelle plus puissante que la logique tempo-
relle d’intervalle "classique" (cf [Dutertre95]) a été initiée par le projet ProCos1 du
programme ESPRIT2, dans les groupes de travail BRA3 3104 et 7071.

Cette initiative a abouti en 1990 à l’article «A calculus of durations» ([Zhou et al.91]),
qui établissait les bases du calcul des durées. Ont suivi desétudes plus poussées
sur le cadre d’utilisation de DC, traitant par exemple des problèmes de complétude
ou de décidabilité (voir par ex. [Hansen et al.97]), puis desdéclinaisons de DC,
comme DC avec des intervalles de temps infinis [Zhou et al.95], ou DC d’ordre
supérieur [Zhou et al.99], pour ne citer qu’eux (voir par ex [Dca]).

Il existe également des exemples d’utilisation du calcul des durées ([Naijun99]),
de développement de logiciels temps-réel, ainsi que des systèmes d’aide à la preuve
pour DC ([Heilmann8a, Heilmann99]). Aujourd’hui, l’institution la plus active
dans ce domaine est sans doute l’IIST4. Son site [Dcb] regroupe de nombreux

1Provably correct systems
2European Strategic Program for Research in Information Technology
3Basic Research Action
4International Institute for Software Technology, affilié àl’Université des Nations Unies
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6 CHAPITRE 2. CALCUL DES DURÉES

liens en rapport avec DC.

Modélisation de problèmes temps-réel

[Siewe et al.01] présente un exemple de mise en oeuvre d’un problème temps-
réel. Bien que le cas traité soit assez particulier, il recouvre parfaitement toutes les
étapes de n’importe quel autre problème temps-réel. La miseen oeuvre se décom-
pose comme suit :

– Les variables du problème sont définies
– Les spécifications du problème sont mises sous forme d’une formule de du-

réeReq
– Des décisions de conception sont prises et mises aussi sousla forme d’une

formule de DCDes, de telle façon queDes⇒ Req
– La conception ayant eu lieu dans un univers continu, une étape de discrétisa-

tion peut être requise, auquel cas il faut trouver une formule de DCCont telle
queA ⊢Cont⇒ Des, A étant des hypothèses relatives au comportement de
l’environnement et aux relations entre les variables continues et discrètes

– Enfin il faut écrire un programme qui vérifie les contraintesdiscrètes indi-
quées dansCont.

Ici l’étape de programmation est la dernière, et le langage utilisé dans [Siewe et al.01]
est simple.

L’idée ici est donc d’exploiter le fait que l’étape de programmation se passe
après l’étape de spécification en B, la programmation étant conjointe à la preuve,
pour obtenir une simplification de toutes ces étapes. Avant de présenter B, voici
donc une présentation de DC (incomplète pour des raisons de place) illustrée par
quelques exemples.

Identificateurs utilisés

– Lettres propositionnelles temporelles :X,X1,X2, . . . interprétées comme des
fonctions des intervalles vers les booléens

– Variables d’état :P,P1,P2, . . . interprétées comme des fonctions du temps
vers les booléens

– Variables globales :x,y,z, . . . interprétées comme des constantes réelles (sauf
si elles sont liées par un quantificateur existentiel ou universel, auquel cas ce
sont des variables réelles)

– Symboles de fonctions :f , f1, . . . Leur signification est standard (et usuelle-
ment , ne sont utilisés que les opérateurs arithmétiques de base+,−,etc)

– Symboles de relations :R,R1, . . . Là encore, leur signification est standard,
et sont surtout utilisées les relations d’ordonnancement<,>,=, . . .

Syntaxe abstraite

États S::= 0 | 1 | P | S1∧S2 | ¬S
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Les états sont interprétés comme des fonctions du temps versles booléens. Ils
permettent de décrire des relations entre les états et les événements d’un système.
Les constantes 0 et 1 peuvent être vues comme les constantes booléennesfalse
et true respectivement. Mais comme les états, lorsque l’on passe auniveau des
termes, sont liés par une intégrale, il est plus naturel ici d’utiliser des constantes
numériques.

Par exemple,Fuite(t)=̂Gaz(t)∧¬Feu(t), signifie que l’événement Fuite (de
gaz) est vrai lorsque l’événement Gaz est vrai et l’événement Feu n’est pas vrai.

Termes θ ::= x | ℓ |
R

S | f (θ1, . . . ,θn)

Les termes sont interprétés comme des fonctions des intervalles vers les réels.
Ils permettent d’exprimer les durées des événements.

Par exemple,
R

Gaz<= 10 signifie que l’événement Gaz ne peut être vrai qu’au
plus 10 unités de temps.

Formules Atom::= true | X | R(θ1, . . . ,θn)

φ ::= Atom | ¬φ | φ∧ψ | (φ⌢ψ) | ∃x.φ
Les connecteurs logiques au niveau des états et des formulesn’entrent jamais

en conflit (comme le montre la syntaxe). Si les premiers n’ontavant tout qu’un
but descriptif, les seconds permettent eux de raisonner véritablement sur les for-
mules (avec le système de déduction adéquat). Ces formules possèdent au moins
la puissance de la logique classique. Le connecteur supplémentaire⌢, appeléchop
car son interprétation “coupe” un intervalle de temps en deux, donne la possibilité
d’exprimer les variations des états au cours du temps.

Par exemple,(ℓ = 10)⌢(ℓ = 5) indique un intervalle de 10 unités de temps
suivi par un intervalle de 5 unités de temps.

Notations supplémentaires

3φ =̂ true⌢(φ⌢true)
2φ =̂ ¬3(¬φ)

Ces deux connecteurs sont à rapprocher des logiques temporelles classiques. Si
usuellement3 signifie “à un moment” en LTL5, ici il signifie “dans un sous-
intervalle de l’intervalle considéré”. De la même façon,2 signifie classiquement
“à tout moment la formule est vraie”, en DC il signifie “pour tout sous-intervalle
considéré”.

⌈⌈⌉⌉ =̂ ℓ = 0
⌈⌈S⌉⌉ =̂

R

S= ℓ∧ ℓ > 0

5Linear Temporal Logic, une logique temporelle simple. Voirpar ex. [My96]
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Des raccourcis syntaxiques, ces deux formules étant souvent utilisées. La première
formule a surtout l’avantage d’être aisément identifiable dans une formule com-
plexe. La seconde formule indique que l’on est en train de considérer la durée de
l’événementS, celle-ci n’étant pas nulle.

Par exemple :

⌈⌈Fumée⌉⌉⇒ ⌈⌈Feu⌉⌉ et2(⌈⌈Fumée⌉⌉ ⇒ ⌈⌈Feu⌉⌉)

La première formule indique que sur tout l’intervalle considéré, si l’événement
Fuméeest présent, alors l’événementFeul’est aussi, et les deux événements durent
toute l’intervalle de temps dans ce cas.

La seconde formule est un peu plus subtile : dans l’intervalle de temps consi-
déré, pour chaque sous-intervalle où il y aFumée, alors dans ce même sous-
intervalle,Feuest présent et ces deux événements durent autant.

Quelques indications supplémentaires (voir [Hansen et al.97] pour plus de dé-
tails) :

– Une formulerigide ne change pas au cours du temps. Sinon elle est dite
flexible

– Une formulechop freene contient pas de⌢

Système de preuve

Axiomes DC étant basé sur la logique temporelle d’intervalle [Dutertre95] , celle-
ci se voit augmentée des axiomes de durée :

DCA1 :
R

0 = 0
La durée d’un événement ne survenant jamais est nulle

DCA2 :
R

1 = ℓ
Un événement arrivant à chaque instant a la durée de l’intervalle
de temps

DCA3 :
R

S≥ 0
La durée d’un événement ne peut pas être négative

DCA4 :
R

S1 +
R

S2 =
R

(S1∧S2)+
R

(S1∨S2)
Un axiome formel, qui permet de calculer la durée de l’union
(“∨”) ou de l’intersection (“∧”) de deux événements

DCA5 : ((
R

S= x)⌢(
R

S= y)) ⇒ (
R

S= x+y)
La durée de deux événements semblables consécutifs est la somme
des durées de ces événements

DCA6 :
R

S1 =
R

S2 si S1 ⇔ S2

Deux événements ont la même durée s’ils sont “indiscernables”
d’un point de vue logique

Règles de déduction
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Modus ponens (MP) : siφ et φ ⇒ ψ alorsψ
Generalization (G) : siφ alors∀x.φ(généralisation)
Quantification (Q) : ∀x.φ(x) ⇒ φ(θ) si θ est libre pourx dansφ(x) et{

soit θ est rigide
soit φ(x) est chop free

Necessitation (N) : siφ alors¬(¬φ⌢ψ)
si φ alors¬(ψ⌢¬φ)

Monotony (M) : siφ ⇒ ψ alorsφ⌢ϕ ⇒ ψ⌢ϕ
si φ ⇒ ψ alorsϕ⌢φ ⇒ ϕ⌢ψ

Les trois premières règles se retrouvent dans tous les systèmes de règles pour
le calcul des prédicats. La règle N indique que si une formuleest vraie, alors sa né-
gation est fausse pour un préfixe (respectivement un postfixe) quelconque de l’in-
tervalle considéré. La règle M indique que si une formule estconséquence d’une
autre autre, alors l’implication est conservée même si l’une et l’autre sont suivies
(respectivement précédées) par une autre formule sur l’intervalle considéré.

Soit H(X) une formule contenant la lettre propositionnelle temporelle X, et
S1, . . . ,Sn des expressions d’états, avecS1∨ . . .∨Sn = 1.

IR1 : si H(⌈⌈⌉⌉) etH(X) ⊢ H(X∨ (X⌢⌈⌈S1⌉⌉)∨ . . .∨ (X⌢⌈⌈Sn⌉⌉))
alorsH(true)

IR2 : si H(⌈⌈⌉⌉) etH(X) ⊢ H(X∨ (⌈⌈S1⌉⌉
⌢X)∨ . . .∨ (⌈⌈Sn⌉⌉

⌢X))
alorsH(true)

IR1 et IR2 sont des règles de récurrence utilisant le connecteur⌢.

Calculs et hypothèses supplémentairesÀ ce système de déduction il faut rajou-
ter le calcul des prédicats du premier ordre (pour pouvoir utiliser les connecteurs
des formules, cela va de soi), ainsi que les axiomes pour les nombres réels et les
opérations associées (addition, multiplication,etc). Ony rajoute également tous les
axiomes pertinents concernant les symboles de fonctions etde relations introduits.

Ensuite, est faite une hypothèse forte (mais fort peu handicapante en pratique)
sur les fonctions : elles doivent être finiment variables. Exemple d’une fonction
non finiment variable :

f (t) =

{
1 si t est rationnel
0 si t est irrationnel

Toute fonction définie dans DC doit donc varier un nombre fini de fois dans un
intervalle. Cette hypothèse est nécessaire pour démontrercertains résultats de cor-
rection et de complétude, et n’est pas gênante, ce comportement n’apparaissant
jamais en pratique pour les systèmes modélisés.

Une dernière remarque concernera le domaine d’interprétation : nous avons
considéré ici un domaine d’interprétation continu (R), mais il est possible d’utiliser
un domaine d’interprétation discret (commeN). Dans ce cas, certaines formules ne
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sont plus valides, alors que d’autres le deviennent. D’après [Hansen et al.97], il est
difficile de caractériser la façon dont les formules sont valides ou non selon qu’on
se trouve dans un domaine temporel discret ou continu. Cela s’explique par les
différences de propriétés arithmétiques qu’il peut y avoirentre un domaine continu
(R) et un domaine discret (N).

De plus, si l’on a choisi un domaine continu, il est possible après coup de
faire une hypothèse “semi-discrète”, par exemple en introduisant en hypothèse une
formule de durées indiquant que les variations d’états prennent un temps minimum.

2.1.2 Calcul des durées avec itération

Ajouts à DC

Le calcul des durées simple est souvent présenté comme une façon de spécifier
des problèmes simples, mais lorsqu’on considère une hybridation avec un langage
de programmation, on utilise plus volontiers une extensionde DC, DC∗, i.e. le
calcul des durées avec itération.

Le connecteur d’itération sert à indiquer qu’une formule serépète un nombre
arbitraire de fois. Dans un langage de programmation, cela correspond à une boucle
“while” gardée par une condition non numérique. Sémantiquement, ce connecteur∗

est à rapprocher du⌢. La différence est qu’au lieu de couper un intervalle en deux,
il coupe l’intervalle en un nombre arbitraire (mais fini) de sous-intervalles, sur
chacun desquels la formuleφ doit être vérifiée, si la formule étaitφ∗. Peu d’ajouts
à DC sont faits :

– Un connecteur logique∗

– Trois axiomes :
DC∗

1 ℓ = 0⇒ φ∗
Même si l’intervalle est de longueur nulle,φ∗ est valide,
le connecteur∗ considérant un nombre arbitraire de sous-
intervalles, donc même l’absence de sous-intervalle

DC∗
2 (φ∗⌢φ) ⇒ φ∗

Le connecteur∗ est absorbant
DC∗

3 ((φ∗∧ψ)⌢true) ⇒
((ψ∧ ℓ = 0)⌢true)∨ ((((φ∗∧¬ψ)⌢φ)∧ψ)⌢true)
Un axiome formel

– Une règle de déduction :
ω : si ∀k < ω,H((⌈⌈S⌉⌉∨⌈⌈¬S⌉⌉)k) alorsH(true)

Ainsi que quelques notations (usuelles) supplémentaires :

φ+ =̂ φ⌢(φ∗)
φ0 =̂ ℓ = 0
φk =̂ φ⌢ . . .⌢φ︸ ︷︷ ︸

k fois

pourk > 0
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Sous-ensemble décidable

Il a été démontré dans [Guelev et al.99] qu’un sous-ensemblede DC∗ était dé-
cidable :

φ ::= ℓ = 0 | ⌈⌈S⌉⌉ | a≤ ℓ | ℓ ≤ a | (φ∨φ) | (φ∧φ) | (φ⌢φ) | φ∗

Les formules de ce sous-ensemble sont appeléessimples. Nous appellerons
dans la suite ce sous-ensemble SDC∗ Ce sous-ensemble est intéressant, puisque la
procédure de décision est simple à écrire (un exemple en est donné dans [Guelev et al.99]
pour une sous-classe des formules simples). De plus, de la même façon que dans
[Siewe et al.01], nous allons faire en sorte que les formulestemporelles correspon-
dant aux programmes fassent partie de SDC∗, ce qui garantira la prouvabilité des
formules obtenues.

2.1.3 Support de preuve

Les outils présentés sont tous référencés sur [Dcb], pour les lecteurs intéressés.
Avant de décrire l’outillage plus avant, il est intéressantde noter qu’il y a deux
manières d’ajouter le calcul des durées à un outil d’aide à lapreuve.

La première façon est de plonger le formalisme de DC dans le formalisme de
l’outil, en ajoutant des axiomes et les règles d’inférence comme tactiques de base
(comme avec le système de preuve indiqué dans la section 2.1.1), ce qui revient à
faire un plongement léger.

L’autre façon est de décrire DC selon sa sémantique, c’est-à-dire la façon dont
les formules de DC peuvent être interprétées (plongement profond).

En dehors des deux systèmes présentés succinctement ici, ilexiste d’autres
systèmes de preuve pour DC, comme par exemple [Xia98] et [Xiaoguang et al.96].

PVS

L’un des premiers outils de preuve à proposer une librairie pour le calcul des
durées fut PVS6, avec une version nomméePC/DC. Ici la méthode utilisée est le
plongement profond. L’avantage de cette méthode est que la correction des règles
de DC peut être prouvée grâce à la logique de base.

L’inconvénient majeur est qu’on ne peut pas faire la preuve “syntaxiquement”,
simplement en utilisant les règles d’inférence de DC : il faut passer par une fonc-
tion de passage de la sémantique des formules à leur syntaxe,et vice-versa. Voir
[Heilmann8a] pour plus de détails.

Isabelle

Ici la démarche est différente de celle de PVS. Isabelle étant un système méta-
logique permettant de décrire de nombreuses logiques “objet”, il faut lui adjoindre
un ou des modules, pour obtenir un système d’aide à la preuve dirigé par la syntaxe.

6Prototype Verification System
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Ainsi, pour pouvoir prouver des formules du calcul des prédicats, il faut utiliser
un module décrivant les règles de ce calcul. De la même façon,pour prouver des
formules de DC, il a fallu écrire un module basé sur le systèmede déduction pour
DC existant.

L’avantage d’un tel système est évidemment de pouvoir fairedes preuves de
formules de DC aisément, puisqu’il s’agit d’un plongement léger7

L’inconvénient en revanche, n’est pas à l’utilisation, mais à la conception. En
effet il faut en plus réécrire tout le système pour les calculs que DC utilise : le
calcul des prédicats, le calcul sur les réels, ainsi que les définitions et propriétés
des fonctions de calcul et de comparaison que l’on pourrait souhaiter utiliser.

Voir [Heilmann99] pour une vue approfondie de la conceptionet de l’utilisation
de ce système.

Coq

Nous avons également développé des bibliothèques décrivant le calcul des du-
rées pour PhoX, déjà décrites dans [Colin et al.03].

Ces bibliothèques sont encore à l’état de prototype, et illustrent les deux ap-
proches citées ci-dessus, en ce sens qu’une bibliothèque est implémentée sous
forme de plongement léger, et l’autre sous forme de plongement profond. Cela
nous permet à la fois de résoudre des formules du calcul des durées (avec le plon-
gement léger), et de raisonner sur le formalisme lui-même (plongement profond).

7Due à la particularité d’Isabelle/HOL, qui est un méta-moteur, on désigne aussi ces plongements
par le qualificatifexternes
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3.1 B

3.1.1 Présentation rapide

Pour des raisons de place, nous supposerons que le lecteur est familier des
termes et notions abordées ici (voir [Abrial96] pour une présentation complète de
B).

Processus global

La méthode B est une méthode formelle, qui permet, à partir despécifications
exprimées en langage naturel, de générer un code informatique exécutable, prouvé
correct et sûr, la partie qui nous intéresse allant des spécifications B jusqu’à la
génération des OPs1.

Une machine abstraite B est composée de clauses de visibilité (inclusion des
opérations d’autres machines, simple visibilité, importation d’une machine com-
plète, . . .), de clauses définissant la nature des variables utilisées, les invariants
devant être respectés par la machine (la clauseINVARIANTest la plus utilisée lors
de la génération des OPs), les valeurs d’initialisation desvariables de la machine.
Elle est enfin composée d’opérations, qui définissent les possibilités d’évolution
dynamiques de la machine.

Une fois la machine abstraite écrite, il est possible de la raffiner. Leraffinement
d’un composant est l’étape qui permet de le rendre moins abstrait, en remplaçant

1Obligations de preuve, formules permettant de déterminer si une machine B est correcte

13
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ce qui était un ensemble par un tableau, par exemple. Il est alors possible de raffiner
à nouveau ce raffinement, jusqu’à l’implémentation, composant qui doit répondre
à des contraintes précises (pas d’opérations non-déterministes,. . .)

L’étape suivante est la génération des OPs (bien que dans la pratique cette étape
et celle de développement des composants soient entremêlés), grâce auxquelles la
correction du projet tout entier pourra être prouvée. L’impossibilité à prouver l’une
de ces OPs est le signe d’une erreur lors des spécifications oude la mise en oeuvre
dans les opérations.

GSL

Les GSL2 sont les opérations de base permettant de décrire l’évolution d’une
machine B. Toutes les autres substitutions indiquées dans [Abrial96] ne sont que
du sucre syntaxique défini à partir des premières. C’est doncaux GSL que nous
ajouterons les nouvelles opérations faisant intervenir letemps.

Elles sont utilisées pour calculer les OPs, en étant appliquées à un prédicat
(souvent le prédicat de la clause d’invariant de la machine abstraite, raison pour
laquelle nous parlerons préférablement d’invariant par lasuite, en désignant ce
prédicat) selon un procédé de calcul décrit plus loin. Rappelons que la sémantique
des programmes est basée sur les triplets de Hoare (précondition, programme, post-
condition), et que l’application de la GSL à l’invariant revient à chercher la plus
faible précondition qui permettra à l’invariant d’être encore vrai après “exécution”
du programme.

En prenant des hypothèses pertinentes (invariant du programme, assertions
supplémentaires,etc) et en prenant comme but le prédicat calculé, on obtient une
OP qu’il suffira de vérifier pour être sûr que le programme conserve l’invariant. Là
encore pour plus de détails, voir [Abrial96].

Obligations de preuve

Avec l’ajout de contraintes temporelles à B, il faut inévitablement songer à
l’ajout d’obligations de preuve qui permettront d’indiquer si les machines écrites
ont des spécifications temporelles cohérentes.

Ainsi les obligations de preuve concernant l’invariant ou les assertions d’une
machine ne suffiront pas pour assurer que certaines conditions temporelles requises
sont vérifiées, raison pour laquelle il faut rajouter une clause de spécifications tem-
porelles de la machine. Nous appellerons cette nouvelle clauseTIMINGpar la suite.

3.1.2 Outillage

Il existe des outils pour développer en B, permettant d’aller de la spécification
à la preuve de correction des machines B écrites. Les outils les plus aboutis sont
l’ Atelier Bet leB-toolkit (voir respectivement [Atelier b] et [B toolkit]).

2substitutions généralisées. GSL est l’acronyme anglais deGeneralized Substitutions Language
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Il existe également un outilOpen sourceencore expérimental mais dont cer-
tains aspects sont déjà bien avancés, BCaml ([Bcaml]), projet développé en OCaml.
Les expérimentations futures se feront sur cet outil puisque, pouvant accéder au
code source, il est possible d’augmenter la syntaxe de B poury ajouter les com-
mandes ajoutant la gestion du temps aux substitutions généralisées, ainsi que de
nouvelles clauses qui devront intervenir lors de la preuve de la machine abstraite.
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4.1 B temps-réel

4.1.1 Expression de spécifications temporelles en B

Notre but ici est d’apporter un moyen puissant pour modéliser des problèmes
faisant intervenir le temps, mais bien entendu il existe déjà des travaux traitant de
ce problème. Par exemple, [Lano97] et [Treharne et al.99] montrent que l’on peut
tenter d’exprimer des spécifications temporelles en AMN1, avec quelques réserves
cependant :

– Il faut définir soi-même les opérations d’une machine permettant de “mani-
puler” le temps, i.e. qui permettra d’augmenter le temps, d’obtenir sa valeur
actuelle, etc. Si avec DC on a besoin d’une horloge, il est possible d’en
modéliser une avec une telle machine, mais seule une opération donnant la
valeur du temps sera nécessaire, les opérations de manipulation du temps
étant rendues caduques par de nouvelles substitutions (voir figure 4.1)

– Devoir justement être obligé de manipuler explicitement le temps, plutôt que
de le considérer comme une information à laquelle le problème est soumis
(ce qui est le cas dans la réalité)

1Notation en machine abstraite. AMN est l’acronyme abglais de Abstract Machine Notation.
L’AMN n’existe pas qu’en B (on note usuellement B-AMN), maispuisque nous nous focalisons sur
B, nous conserverons la notation AMN

16
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– On est souvent obligé de faire des hypothèses de bon déroulement des opéra-
tions, comme dans [Treharne et al.99] : il est possible d’exprimer quand une
opération ne peut plus se dérouler, mais pas quand elle doit s’activer pour
remplir toutes les conditions temporelles de sûreté

– Aussi explicites les noms de variables puissent-ils être,lors du traitement des
obligations de preuve, en cas de problème il peut être ardu decomprendre
ce que signifie la formule logique s’il y a beaucoup d’imbrications d’actions
et d’intervalles temporels.

4.1.2 Substitutions généralisées et calcul de formules

Sans le temps

Nom GSL [GSL]P
skip skip P
affectation x := E P[E/x]
affectation mul-
tiple

x,y := E,F P[E/x,F/y]

délai delayd P
attente awaitg g⇒ P

précondition g|S g∧ [S]P
garde g =⇒ S g⇒ [S]P
séquence S;T [S]([T]P)

choix borné S[]T [S]P∧ [T]P
choix non borné @x.S ∀x.[S]P
parallèle S‖T transformé en affectation mul-

tiple par l’utilisation de règles de
réécriture

WHILE C I ∧C⇒ [S]I
while DO S I ⇒V ∈ N

VARIANT V I ∧C⇒ [n := V][S](V < n)
INVARIANT I I ∧¬C⇒ P

FIG. 4.1 – Tableau décrivant l’application d’une GSL à un prédicat

Le délai et l’attente ne se trouvent pas dans le B standard. Ils ont été rajoutés
ici pour permettre de modéliser des problèmes temps-réel (figure 4.1).

Nous avons ajouté des règles d’application pour le délai et l’attente pour que
des programmes B pour lesquels le temps est peu important puissent être tout de
même analysés.

Donc dans ce cas, pas de surprise : le délai n’est pas pris en compte dans le
calcul de la plus faible précondition, mais par contre l’attente devient équivalente
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à une garde, cela pour permettre de considérer une postcondition contenant éven-
tuellement la garde ou des variables de la garde.

Autre problème, le‖ : la transformation en affectation multiple indiquée ici
suit les conventions indiquées dans [Abrial96], mais également les règles indiquées
dans [Siewe et al.01], c’est-à-dire respecter le fait que laconcurrence a une séman-
tique d’entrelacement, excepté autour desdelayqui se chevauchent. Par exemple, :

x,y := a,b;delay 1‖w := c;delay 2;z := d

se réécrira en

x,y,w := a,b,c;delay 2;z := d

Compatibilités logiques

Si la définition telle qu’écrite dans la figure 4.1 est facile àcomprendre pour
le delay, c’est moins trivial en ce qui concerne leawait. Rappelons la définition
sous forme de triplet de Hoare (étendu avec une formule de DC∗), donnée dans
[Siewe et al.01] :

{post}[awaitg,⌈⌈¬g∧ post⌉⌉∗]{post∧g}

Utilisé avec le système d’inférence présenté dans [Siewe etal.01], cette dé-
finition est pratique, mais avec un système devant faire des calculs automatiques,
considérer la précondition en retirant simplement la gardeduawaitde la postcondi-
tion n’est pas aussi simple. D’autant que cette définition est adaptée aux problèmes
de [Siewe et al.01], mais pas à ceux de B tels qu’ils se présentent, puisqu’en B
la postcondition, après quelques étapes de calcul, est déjà«noyée» sous plusieurs
implications. Difficile dans ces conditions de valider la garde duawait dans la pré-
condition.

Ainsi, la définition donnée dans la figure 4.1 a plus d’avantages : l’implication
permet de prendre en compte le cas où la garde n’est jamais vérifiée (cas de non-
terminaison, hypothèse non considérée en B pour l’instant), et permet de résoudre
notre problème, puisque lors de la preuve, la garde passera dans les hypothèses.
Enfin, dernier argument qui indique que notre définition est plus expressive, est la
règle de conséquence de [Siewe et al.01] :

{pre}[P,φ]{post} pre′ ⇒ pre post⇒ post′ φ ⇒ ψ
{pre′}[P,ψ]{post′}

Utilisé avec les différentes règles pour leawait, cela donne :

{g⇒ (post∧g)}[P,φ]{post∧g} post⇒ (g⇒ (post∧g))
post∧g⇒ post∧g φ ⇒ φ

{post}[awaitg,φ]{post∧g}
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Ce qui est parfaitement valide, et indique de plus que la définition de [Siewe et al.01]
est une conséquence de la nôtre. La raison en est que notre définition gardela post-
condition, alors que celle de [Siewe et al.01] se contente de«retirer» de la postcon-
dition la garde devenue inutile.

D’un autre côté, il faut vérifier que les structures de contrôle de B sont compa-
tibles avec les règles de construction définies dans [Siewe et al.01]. Par exemple,
la conditionnelle est définie par :

{pre∧g}[P,φ]{post} {pre∧¬g}[Q,ψ]{post′}

{pre}[if g then P elseQ fi ,φ∨ψ]{post∨ post′}

Cette règle est vérifiée pour B par :

(pre∧g) ⇒ [P]post
∧(pre∧¬g) ⇒ [Q]post′

∧pre
⇒
[g =⇒ P[]¬g =⇒ Q](post∨ post′)

, ce qui est vrai, la substitution située dans le but étant la forme pour la condi-
tionnelle de B.

On peut faire la même chose pour lewhile, en ayant retiré les prédicats de la
clause de variance (V), puisque dans [Siewe et al.01], cette clause n’apparaît pas
dans lewhile.

Avec le temps

Ici les formules de durée sont reprises de [Siewe et al.01], sauf bien entendu
pour la précondition et le choix non borné. Les règles qui ontdonc été fixées ici
pour ces deux structures ne sont pas prouvées correctes, seule l’intuition peut le
laisser penser. Cependant l’annexe de [Siewe et al.01] indique la façon dont doit
être conçue la preuve, et donne, par la même occasion, une idée de la lourdeur des
preuves avec certaines extensions de DC.

Remarque

L’affectation de la figure 4.2 a une durée nulle pour respecter l’hypothèse du
vrai synchronisme, mais il est tout à fait possible de considérer que le calcul des
expressions dans une affectation dure uncertain temps (comme une addition, une
multiplication,. . .), temps qui pourra ainsi paramétrer les formules de DC obtenues.
La raison pour laquelle ce cas n’est pas considéré ici, est qu’il relève plus d’un pro-
blème pratique (les opérateurs de B étant nombreux, et les plates-formes d’arrivée
des programmes étant fort variées).

Néanmoins, étant donné qu’en B les substitutions «parallélisées» par le‖ ont
des ensembles de variables disjoints, on peut sans scrupules adopter la définition
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GSL dur([GSL]P)

skip ⌈⌈⌉⌉

x := E ⌈⌈⌉⌉

x,y := E,F ⌈⌈⌉⌉

delayd (ℓ = d)∧⌈⌈P⌉⌉
awaitg ⌈⌈¬g∧P⌉⌉∗

g|S dur([S]P)

g =⇒ S dur([S]P)

S;T dur([S]([T ]P))⌢dur([T ]P)

S[]T dur([S]P)∨dur([T ]P)

@x.S dur([S]P)

S‖T transformé par l’utilisation de
règles de réécriture (voir plus
haut)

WHILE C
DO S dur([S]P)∗

VARIANT V
INVARIANT I

FIG. 4.2 – Calcul d’une formule de durées à partir d’une substitution généralisée

utilisée dans [Siewe et al.01]. Lorsque les variables partagées seront autorisées, il
faudra vérifier que cette règle reste correcte.

De plus, si le calcul des expressions dans les affectations est considéré durer
un certain temps, la sémantique d’entrelacement de la concurrence ne tient plus, et
les affectations multiples telles qu’écrites ici ne sont plus valables, puisqu’il y a un
ordre d’exécution de fait.

Enfin, toute extension de B basée sur les seules substitutions généralisées, est
utilisable avec le calcul des durées ajouté à B, comme par exemple les itérateurs
pour B ([Cave et al.00]).

Problèmes

On remarque que la construction⌈⌈⌉⌉, par la syntaxe, ne devrait contenir que
des formules propositionnelles, alors qu’ici on l’autorise à contenir des formules
du calcul des prédicats. Mais en fait la restriction aux formules propositionnelles
est arbitraire, et l’on pourrait très bien considérer un prédicat non quantifié (du
genre dex > 0) comme une variable propositionnelle.

De plus, le fait d’utiliser la constructionawait dans un programme lui donne
une possibilité de non-terminaison. Mais en B, pour l’instant, on considère que
tous les programmes terminent. Nous devrons donc garder cette hypothèse en tête
pour le moment. Néanmoins, si B est étendu avec la concurrence et le parallélisme,
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cette hypothèse devra probablement être reconsidérée.
Ainsi en pratique, leawait étant utilisé avec des variables partagées entre plu-

sieurs processus dans un langage autorisant la concurrence, il pourra être associé en
B «terminant» à des capteurs modélisés par des variables ou dont le comportement
sera reflété par le corps d’une opération.

Par exemple, un capteur dont l’activation nécessite un temps τ, pourra se voir
modélisé par une opération dont le corps contiendra undelayτ

4.1.3 Obligations de preuves supplémentaires

Pour prouver la cohérence temporelle d’un projet, il faut maintenant prouver
de nouvelles obligations de preuves temporelles.

Opérations et spécification temporelle

(dur([V1]I)∨ . . .∨dur([Vn]I))∧S⇒ T

LesVi sont les opérations de la machine,I son invariant et T la clause TIMING
de la machine.Sreprésente les clauses TIMING des machines incluses (si l’inclu-
sion autorise l’appel d’opérations2 ).

Cette OP signifie que chacune des opérations doit pouvoir établir la spécifica-
tion temporelle.

Ceci a deux conséquences :
– s’il y a beaucoup d’opérations différentes, la spécification se devra proba-

blement d’être simpleOU
– la machine ne devra être composée que d’une opération pour que l’OP puisse

être établie.
En effet, la solution d’utiliser une clause temporelle pourchaque opération était
également possible.

Raffinement

Clause de temps La machine abstraite étant l’interface avec les autres machines,
c’est là que toutes les clauses se doivent d’être les plus précises, et la clause de
temps n’échappe pas à cette règle :

Tn−1 ⇒ Tn

si la machinen raffine la machinen− 1. Il arrive en B que certaines clauses
puissent disparaître dans un raffinement, puis réapparaître dans le suivant. Dans ce
cas-là, le raffinement où la clause disparaît hérite de la clause correspondante de la
machine raffinée. Cette particularité fonctionne également avec la clause de temps.

2les différentes possibilités d’inclusion de machines B étant relativement complexes, l’objet n’est
évidemment pas de les détailler ici
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Ainsi, même si la clause n’apparaît plus dans le raffinement,les opérations sont
toujours soumises à des contraintes temporelles.

Opérations En B, l’obligation de preuve concernant les opérations est assez par-
ticulière, puisqu’elle exploite le fait que ce sont des transformateurs de prédicats.
Le prédicat obtenu est un prédicat de sûreté (l’opération nedoit pas établir que
l’opération raffinée établit un invariant faux). Cette transformation de prédicats
n’est pas possible avec le calcul des durées puisqu’avec DC on calcule plutôt des
traces d’exécution.

De plus, puisque l’OP «normale» de raffinement des opérations permet égale-
ment de vérifier que les valeurs retournées3 par une opération et son raffinement
sont les mêmes, nous pouvons nous intéresser alors uniquement aux traces pures
d’exécution (d’où letrue) :

dur([V i
n]true) ⇒ dur([V i

n−1]true)

V i
n étant la i-ème opération du n-ème raffinement de la machine. Cela signifie

que :
– Temporellement, les opérations ne peuvent être que de plusen plus pré-

cises (entendre par là de plus en plus déterministes). En effet, la source de
non-déterminisme qu’est le choix borné, est éliminé au fur et à mesure des
raffinements.

– Eu égard à la substitution temporelledelay, cela signifie qu’une fois qu’un
tempsτ a été alloué à une opération, il n’est plus possible de changer cela
dans les raffinements.

Remarque Les OPs de raffinements remplissent leur rôle : éviter d’avoir à prou-
ver de nouveau que les opérations remplissent bien les exigences temporelles de la
machine, et ce par transitivité.

Il y a certes peu de OPs, mais elles suffisent à saisir toutes les traces d’exécution
des machines nécessaires pour prouver la sûreté temporelle.

Aide à la preuve

Assertions temporelles En B, une clause appelée clause d’ASSERTIONS, per-
met de simplifier la validation d’une machine lorsque ses obligations de preuve
sont complexes. Elle donne au développeur la possibilité derajouter des prédicats
intermédiaires pour alléger le travail du prouveur, qui se doit d’être capable de
prouver le plus de choses possibles automatiquement. Il luicorrespond d’ailleurs
une OP, puisque pour que les assertions soient utilisables,il faut avoir prouvé leur
validité.

Un mécanisme similaire pourrait être imaginé pour la vérification des spécifi-
cations temporelles, mais il est d’abord préférable de définir précisément ce qu’est

3Un terme plus adapté serait «modifiées», car en B les opérations ne sont pas des fonctions
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le niveau de complexité d’une formule de durées, puisqu’en pratique il est plus
économique de prouver directement une formule de durées plutôt que de définir de
nombreuses de formules intermédiaires, à faire prouver automatiquement, censées
faire obtenir un gain de temps.

Support de preuve Quelques essais d’ajout du calcul des durées à Coq ont
été faits, d’abord sous forme de plongement profond. Si la plupart des règles et
axiomes du système de déduction (section 2.1.1) s’expriment très bien dans Coq,
celles qui possèdent des conditions de bord particulières (comme par exemple une
condition sur la flexibilité) posent problème. En effet, il est naturel en Coq pour un
plongement profond, de définir une variable temporelle comme une variable d’un
type donné.

Seulement, lorsque l’on calcule une formule, il n’est pas possible de savoir si on
travaille sur une variable ou une formule décomposable, ce qui empêche justement
de pouvoir vérifier ces conditions de flexibilité, eta fortiori d’automatiser une telle
tâche par des tactiques. C’est pourquoi l’ajout d’une librairie pour le calcul des
durées à Coq est envisagé actuellement sous la forme d’un plongement léger, certes
moins aisé d’utilisation, mais également avec moins de problèmes liés à Coq.

4.2 Perspectives

Ce document se veut avant tout une esquisse de ce à quoi peut ressembler
l’apport du temps-réel à B au moyen d’une logiquead hoc, et à ce titre il reste
beaucoup à faire :

– Définir plus formellement la relation des substitutions à SDC∗. En effet nous
nous sommes basés sur les triplets de Hoare de [Siewe et al.01] pour définir
les propriétés temporelles des GSL, et il est bon de vérifier tout cela sur la
syntaxe particulière de B. Néanmoins, comme nous l’avons vuen section
4.1.2 , il n’y a pas d’incompatibilité logique majeure

– Compléter par des obligations de preuves manquantes, les OPs indiquées ici
ne concernant que la preuve temporelle. Il faut en plus vérifier que la clause
TIMING n’entre pas en contradiction avec l’invariant. Maiscréer un tel pont
entre la logique de B et le calcul des durées n’est pas simple

– Ajouter cette extension du formalisme aux outils de gestion de projets B
– Ajouter un support de preuve pour DC à ces mêmes outils. Par exemple, le

projet [Bcaml] utilisant [Coq03], il faudra créer une librairie pour la preuve
de formules de DC∗ dans Coq.

– Réaliser des essais pratiques de ce qui a été dit dans ce document sur des
exemples complets, à l’aide desquels des décisions pratiques pourront être
prises (voir par exemple section 4.1.3)

– SDC∗ donne la possibilité de raisonner sur des programmes qui ne terminent
pas, et pour l’instant les programmes en B standard doivent terminer. Avec
l’ajout du calcul des durées, c’est une obligation qu’il devient possible de
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reconsidérer
– Le langage utilisé dans [Siewe et al.01] autorise la concurrence, et la séman-

tique (logique et temporelle) des programmes concurrents est bien définie.
Il est donc intéressant de reconsidérer la concurrence en B,car même si la
substitution‖, par son non-déterminisme, peut être assimilée à un opérateur
de mise en concurrence, elle laisse tout de même un «flou sémantique» qu’il
devient possible de clarifier grâce au calcul des durées.

4.3 Conclusion

Comme nous l’avons vu, le calcul des durées est un formalismepuissant pour
la spécification et la preuve de contraintes temporelles, mais pèche par sa lourdeur
d’utilisation lors du développement de programmes conformes aux spécifications
(voir section 2.1.1). À côté de cela, B est une méthode dont lecycle de dévelop-
pement, modulaire et cohérent, est efficace, mais est quelque peu restreint par son
usage du calcul des prédicats lorsqu’il faut décrire des problèmes temps-réel.

La combinaison des deux s’avère être plutôt naturelle, sansqu’il n’y ait de
conflit théorique apparent. Mieux encore, cet ajout de DC à B,ouvre des voies
nouvelles pour la concurrence en B (voir section 4.2). Ainsi, une fois que les règles
d’utilisation des spécifications temporelles dans un programme B sont fixées (voir
section 4.1.3), il est envisageable de reconsidérer la concurrence en B sous l’angle
temporel, le calcul des durées permettant de gérer habilement les imbrications d’in-
tervalles qu’il peut y avoir dans les traces d’exécution de programmes concurrents.

En conclusion, nous pourrons dire que l’ajout du calcul des durées à B, bien
qu’il requiert encore un certain travail de validation, laisse augurer d’intéressantes
voies de développement pour la suite.
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